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Algebre : lox + 11y = 1

S 2x + 1 =2

firewire, amaaatique, cubiqeque
-groupes, anneex, caps, Espace rectories



Prologne

Therrie des Ensembles

He language
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Paradoxe de Russell

L'ensemble de tous les ensembles

est ifnn ensemble ? Now.

- On regare de qui arrive
a l'ensembles des ensembles qui

ne se continent pas eux-mimes?
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Theorie ZFC (Cantor -Choix)



Axiomes de la Therrie

zF (c)



Logique des Predicate du
-

Mordre

- Alphabet : lettres , des suymbols&

qui permettent decientifie des objects
(constantes ,variables) : a, b,c,,i

on te rediger do predicts on de

designer proprietes
des fonctions .

P(x)
,
cos()



quantificature Logiques
- Universal : A "quelque solt"
"Hx P(x)" "portant to propriate

P() at vraie"

-
existentiel : 1 "Il existe"
- x P(X)

"
,9 existe un y telque la "

propriete P() estuvaie



-
7!:"Il existe un unique...

1

- =: elgalite : x=y la deux object
xet,y sont le

meme objet
- Connestems logiquesi
v "Ou"



Connections Logiques
=> "implique"
P(x) = Q(x) : si ta propriate

Pet raie pour 1

alors la propriete Q
at vrai X

.epor 17 9
# "si et seulementsi" ssi



connectur de negation 7
contrapose

TP() la propriete Prest pas vraie
pour X

-Reeyessyntaxtiques : qui disent
comment former do phrases correctes



- Un systeme de Deduction :
permet de deriver a partir de
predicats qui sont vrais d'autre
predicate qui sont rais .



↓
is ensembles sont une categorie
↓'objects satisfaisant certaine
propriates et munis d'un ensemble
d'axiones permettant de constructe
de nouveaux ensemblesa partir
d'existants.



Relation d'Apportenance

a E A ast un element deA
↑

↑ Ens
eit bei aussi up ensembl !



Relation d'inclusion

*B : A st contends B
↑

Ens Ens
Ast un sous emsembldeB

si tout et- de A stunelt de B

HeeAeeB .



Axiomes de la Therrie

des

Ensembles



Ensemble vide :

Il existe un ensemble qui ne possee
an cur element et qui est un sons-ensabl

de tout ensemble
G l'appelle ensemble vide et
on le note
HE Ensemble ENCE



Axiome de la double inclusion

Deux ensembles sont ssi ils sont
inclus I'un asgarante

A = B =) AcBnBcA

Cor : D st unique.



Ensemble des Parties : Sort Aun Ens

if existe an ensembl dont belts
sont exactement les sous-ensemblesdeA

on le note P(A)

-(A) =&B +qBcA]
P(q) = [03



A

et en general :A Ens .

P(H) x39, A)



Axiome de la Reunion :

Sort E Ens
,

d existe un ensecute
17appelle la reunion de E"etnote

W dont be elements sout

%
E exactement les elements des

elements de E



Axiome de la paire : Act B ch Ens

l existe un ensemble don't b element

sont exactement A et B onnote

&A ,B) ·
En particulier si A=B

[A,B] =[A] lsingleton A"



Ex : V = l'ensemble at les elts sont lesalts
[A,B) de A et les elts deB

= AuB

sil etun unemble non vide etSilicI
at la donnee pour icIst'un ensemble Ai
alors if existe un ensemble note



VAi don't les effs sout les elts
LEI de chacum des Ai pour i

variantds I .



+ d'autres axiomes 14 autues I
· Theorie ZF axioures

⑧

+ Axiome du Choix

Therie ZFC .



Sort I Ens et (Ailies la donne por
chaque ieI d'un Ens Ai

On pent former l'Ens
Whi
itI



Intersection

*
,
B Ens l'intersection de ActB

AnB-Se Tg eeAneeB)
< A et B



Construction de IN (Peano



-
0
:-

-1 == b(0) =393

·
Axiome de InPaine : 50, 13 =50,503)=2

· 3 = U = 30,203 ,39,383]
(2,523]

...... on arrive a l'enseuble I=30,12,...



la construction de l'ensemble (etties

n+1 a partir de l'ensemble (entier
n est la suivante

n+:= u = nuSn]
17

successert de En,En]
50, 1, ..,m

=So , , . . . .,n ,n)
No 20

,
1

,n+3
#



Relation d'Ordre : inferior on egal
S :
- m(n()mcn

↑

m =n ssimna nm

(mannn cm)



Principe du Ruisonnement-porrecurrence

Proposition : Sort NC IN /N
,
un ensemble

-

d'entiers naturefs) Up : PreIN to deproprietePlus
si OE Np et

que
nemp = med alon

Up = IN



dutContesign : A
,
B Ens

A +B = G(a,b) +gaA , be B)
product contesien de A et B

la
,
b) =Sa, b3 pas

bien definite partiali
si A=B Sa,b=Sb, ab



Def : on pose
(a,b) :=Ga,Sa,b3] et clone
(a,b) + (b,u) si atb

Ry : si AouB= Ad =Dis =&
si AB 2

AxA =:A

Ryg : en general AxBBA (saufsite



Iteration :n ensembles A
,,

.. . -

,An
on pent former le product
#xA2x....An=Gla,,a,....,and acti

pour is,,...,
n 3

etm (eu invoquant l'axiomede I'X/ oupert
etantdonne une suite d'ensemble (Anns,



on peut famer
Ax....AyAm.....A
&Jail =19----,an,Anx..-) die Aipan)tout i



I Ens LilieI une collection
d'ensembles indexe par I :

pour chaque itI on se donne un ensemble
Ai, onfame leproduct

-Slate t aiA
Ou a hesoin de l'axione du ChoixYEFD



Relations Binaires



: Scient A,B des Ens une relation

& entre A et Best un souscens

R c AxB=(a,b) aA beB)
Scient at beB si

(a
,
b)ER ancitque

meth sont lie's

par la relation R; aspb



Exemple: A-B = N = 50,, . ... 3
R = R =&(m,weN

*

+q m<n]
2

< M

Divisibilite:
↑

R
,
=((m,n/eN2 +q m/n]

divide
,
in n= Im beN
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typesde Relations quand A =B

Reflexive : si fact a spa

Synetrique : sita,bet asbebpa



Antisymetrique : sita,be A
si aupb et b spa a b

Transitive : si a
,
b
,
ceA

si a betbya



Exemple : Relation = ①

I
o

asb()a=b ,
⑳



Relation d'odre : one relation etciter
"d'endre" si elle est reflexive,antisymeting

et transitive
↳

"'""+
"

F
"

n'estpas reflexive.



Relations d'equivalence : me relation R
at "D'equivalence" siefle est
reflexive ,symetrique,transitive.

17 17

Ei
93 I une entier,oudit eone"mody":SotIn sont crongrue q

si g/m-n ic. min-geep) m=n(q)



Applications entre ensembles



f Scient X etY deux ensembles
,we application

1)

J de X vers yestune "procedure qui
&

d tout element xeX associe un /unique
element y

de Y eton notetelement

f(x)ey
f: x = Y



Terminologie
Ou dit que flo) stl'image de x parf
Si yet estde lafarme yef(x on it que
- estun antecedent de y parf.

· l'image de X parf est le sseus de X

donne
par Imf)=f(x) :=Sf(x) +3



Semples
Application Constante : You Y ondefinit
l'appli constanteo : xex-yoet

ApplicationIdentie: Y=X

Idy : nex -neX



Suites : X = I Y gue
me site y = (yn/no et la donne

pour phaque entier a dim yut Y

y : neI-yneY
une suitea value do Y



Projections Contesiennes :
n)l AxAzx ....An un product dins

l'application projection sur la iteme coor donne
ie(, ...,n)
: (aa2-anleA...AndieA;



Application de Cantor

C : (m ,n)(mm+n)e

pour
tout REN

,
if existe une unique

paire (m,n) +q k= Cm,/



↑

Grapher : X,Y du Ens
f : X -- Y me application

ou lui associe son Graphe GG
G=G(x,f())xazcX *Y



Def : un graphe GcXxyestun
son ensemble de XXY qui la propriete
suivante : poureX l'ensemble

Gu:=G(x,y) + GzcGcX +Y

n'a qu'in sail element



l'ensemble GG defini pourf :X -Y
at biem un graphe et pour tout xex
l'unique element de Gy de laforme
(, y) at (x,f(+)) ·



graphes vs Applications
Si GcX +Y est ungraphe
ou lui associe l'application fg
define par :

X = fg(x) =youyeni
(x,4)e Ex



Corollaire : Scient X
,
Y de Ens

les application de Xversy peuvent identifies
avec un ensemble :

l'ensemble des graphes de XXy
G(X,Y) qui est un sensemble de
Hensemble despartier T



On note cetensemble

Houses (X,%) = F(X;
y

17
= fats de XavaleursHomomaphismes ds Y

"d'ensembles" de

Y vers Y



X = y = 31,2,3, 43 Edy: 1 - 1
2- 2

3=3

- · . 4-34

↑... 1:T -1
⑧ . .

2- 1
-000 3-= 1
and A

4- 1



✗ = Y = { 1, 2,3, 4}

- fi. ↑ → 3 , 2 →2, 3.→ 2,4→ t

- fi ! → 3
,
2→ 2

,

3→4
,
4→ t

- f3 : l→ 2 , 2→3, 3→4,4→ l
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